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Abstract: ノイジーなセンサーデータからの異常検知の問題を考えた時、センサー同士の依存関係に
現れる異常の検出は、実用上重要かつ困難な問題である。困難の由来はおおむね２つにまとめられ
る。ひとつは、センサー間の相関がノイズに対しきわめて脆弱なため、異常の兆候をノイズから切り
分けるのが難しい点である。2つ目は、複数の変数ペアにおいて何かの異常が観測されたとしても、
その情報を個々のセンサーの異常度に帰着させるのが簡単でない点である。本論文では、前者への解
決策として疎な構造学習の手法を用いることを、また後者に対しては、グラフィカル・ガウシアン・
モデルから情報論的に自然に導かれる相関異常スコアを用いることを提案する。

1 Introduction

ネットワークやグラフからの知識発見は、データマ
イニングにおける最近の中心的な課題のひとつである。
現在のところ多くの研究は、グラフ構造もしくはその
データベースを所与とし、それに対して何らかの機械
学習的なタスクを行うことに注力している。しかし一
般には、グラフに対する詳細な知識が事前に得られる
ことはまれであり、グラフ構造それ自体をいわば潜在
構造として扱い、潜在構造の学習もまた問題の一部で
あると捉える方が自然な場合も多い [15]。また、共著
関係のような、接続しているか否かの 2値で表される
グラフより、何らかの実数値の重みを持った重み付き
グラフを考える方が自然な場合も多い。
そのような代表例のひとつとして、本論文では実数

値の多次元データ、特に時系列データを考える。ノイ
ジーなセンサーデータの変数の間に存在しうる潜在構
造としてのグラフを想像してみると、ノイズが存在す
る以上、完全に独立な変数というのは現実的にはあり
えず、必然的に、その依存関係を表す最も一般的なグ
ラフは完全グラフとなってしまう。したがって、実数値
データでは、ノイズによる見かけ上の依存関係を取り
除いた、疎なグラフをデータから見出すというステッ
プが必要である。
本論文では、次のような問題設定の下、グラフに基

づく異常検知のタスクを考える [17]：ある多変量系の
各変数の依存関係の強弱を表す完全グラフが 2つ与え
られた時、両者の相違に最も寄与する頂点を特定せよ。
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図 1: 問題設定。ノイジーなセンサーデータ A と Bが
与えられた時、(1)その共分散行列に基づいて疎なグラ
フを学習する。 (2)次に、その 2つの疎なグラフを比
較してそれぞれの変数の異常度を求める。

また、その寄与度を計算せよ。多変量系全体としての
相違のみならず、どのように相違しているかを個々の
ノードの異常度を使って表そうとしている点に注意さ
れたい。
図 1に我々の問題設定を要約する。我々の目標は、典

型的にはノイジーなセンサーデータから推定された依
存グラフの依存関係に生じうる異常（これを相関異常
と呼ぶ）を、各変数の異常度として定量化することで
ある。主として相関異常に着目する理由は、第 1に、各
変数個別に出る異常の検出にはそれなりに既存手法も
あるが、相関異常の方は使える既存手法がほとんどな
いためである。しかも人手での検出に深い勘と経験を
必要とするため、これを半自動化する実際上のメリッ
トが大きい。第 2に、相関異常は、コンピュータシス



テム [15]や自動車などの複雑な機械系 [17]に広く見出
されるためである。ノイズの影響を大きく受けている
かもしれない密な依存グラフから出発して、我々はま
ず、ノイズの影響を除去した疎な構造を見出すことを
試みる。次いで、見出された構造を比較して、各変数
の異常度を計算する。
統計学の分野では、実数値多変量データからの構造

学習という問題は、Dempster [6]を嚆矢とする共分散
構造選択理論の枠組みで扱われてきた。その名の示す
ようにこの理論は、多変量正規分布を仮定して、疎な
構造を実現するためのある制約の下に、データに対し
精度行列（共分散行列の逆行列）を反復的に当てはめ
る。最近、伝統的な共分散構造選択法の欠点を解決す
る目的で、新たな疎構造学習の手法がいくつか提案さ
れている [20, 21, 5, 3, 7, 9]。中でも、Meinshausenと
Bühlmann [21]は、疎構造学習というタスクを各変数の
近傍選択の問題として捉え、それを、ひとつの変数を
目的変数とし残りを説明変数とする Lasso（L1 制約付
き線形回帰）の問題として定式化した。L1正規化によ
り、多くの線形結合の係数は厳密にゼロとなり、非ゼ
ロの係数を持つ説明変数は目的変数の近傍と見なされ
る。実用的な見地からは、彼らの方法の最大のメリッ
トのひとつは、変数の数（M）が、標本数（N）より
も大きいような状況でも形式的には疎構造学習が可能
であるという点である。この点は伝統的な共分散選択
理論と決定的に違う。これまでの共分散選択手法では、
共分散行列がランク欠損を起こしているような状況で
は意味のある結果を出すのが難しかった。M > N で
あったり、あるいはいくつかの変数が強く相関してい
るような時、共分散行列はランク落ちするから、この
欠点は実用的には深刻なものであった。
この論文では、相関異常をスコアリングするという

タスクに対し、L1制約付きの疎構造学習手法を用いる
ことを初めて提案する。一般のセンサーデータ解析で
よくあるように、データには相関の強い変数対がいく
つかあると仮定する。我々はMeinshausen-B̈uhlmannの
方法 [21]がそのような場合に不安定化すること、そし
てグラフィカル Lassoと呼ばれる方法 [9]がノイズに頑
強で、したがって我々の用途に適することを実験的に
示す。我々はまた、グラフィカル・ガウシアン・モデル
に基づいて、相関異常度の定義を情報理論的に自然な
方法で導く。
この論文の構成は以下のとおりである。第 2節は、具

体例を交えつつ我々の問題設定を述べ、グラフィカル・
ガウシアン・モデルの本質的な部分を解説する。第 3
節は、統計学における 2標本検定との比較を視野に入
れつつ、関連研究を概観する。第 4節は、疎構造学習
の方法について議論する。第 5節は我々の相関異常度
の定義について述べる。続く第 6節において実データ
を用いた実験結果を説明する。最後に、第 7節におい
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図 2: Actual spot ratesデータ。1996年 8月 9日までの
567日間を示したもの。

表 1: Actual spot ratesデータにおける略号一覧。
AUD Australian Dollar NLG Dutch Guilder
BEF Belgian Franc NZD New Zealand Dollar
CAD Canadian Dollar ESP Spanish Peseta
FRF French Franc SEK Swedish Krone
DEM German Mark CHF Swiss Franc
JPY Japanese Yen GBP UK Pound

て本論文の要約を行う。

2 準備

この節では、グラフィカル・ガウシアン・モデル（GGM）
の要点をまとめ、我々の問題設定をやや形式的に述べる。

2.1 問題設定

物理的なセンサーを介して採取されるデータや経済
時系列データにおいて、複数の変数が強い相関を持つ
ことは珍しいことではない。図 2はそのような例であ
り、これは、対ドルの通貨レートの日ごとのスポット
値を示している1。図中の略号は表 1に示してある。当
然予想されるように、BEF、FRF、DEM、NLGなどの

1UCRアーカイブ [18]の Actual spot ratesデータの最後の 567日
分を取ったものである。元データは 1986年 10月 9日から 1996年
9月 8日までの 10年にわたる。



欧州通貨は強い相関を持つことが分かる。実際、最初
の 4つの通貨について変数対ごとの散布図を示した図 3
では、BEFと FRFがほとんど完全相関の関係にあるこ
とが分かる。一方、他の通貨との間の散布図には複雑
なトラジェクトリが描かれている。
この図は相関異常解析の重要な出発点を示唆してい

る。複雑なダイナミクスを持つ系では、もし相関が完
全相関から遠ければ、ペアごとのトラジェクトリは複
雑で不安定なものになる。実際、図 3に対応して計算
された相関係数を表 2に示すが、(BEF, FRF)を除いて
括弧の中と外の値に非常に大きな食い違いがあること
が分かる。このような状況では、異なるデータセット
を比較し異常を判断する足場になりえるのは、変数同
士の密接な類似性のみである。密接な類似性を「近傍」
という言葉で言い表すとすれば、異常検知のための我々
の出発点は次の仮説である。

仮説 1 (近傍の保存) 系が正常稼動していれば、実験条
件のばらつきに対して、各変数の近傍グラフはほとん
ど不変である。

近傍グラフの形式的な定義は以下順次行う。この仮説
に基づき、この論文では、相関異常の検知という問題
を、各変数の近傍グラフの変化を定量的に捉える問題
と等値する。これはもちろん仮説に過ぎないが、我々
の観察によれば、複雑なダイナミックスをもつ系では
多くの実用的な状況で妥当であると考えている。
ここで本論文で取り扱う問題の定義を行う。2つの

データセット

DA ≡ {x(n)
A |x(n)

A ∈ RM , n = 1, 2, ..., NA}

DB ≡ {x(n)
B |x(n)

B ∈ RM , n = 1, 2, ..., NB}.

が与えられたと考える。我々は主にセンサーデータに
興味を持つので、インデックス nは典型的には時刻を
表す離散値に対応する。DAおよびDBにおいて、測定
の回数 NA、NB は一般には異なるが、変数の数M は
同一であるとする。また、対応する各変数は物理量と
して同一のものとする。例えば、データセット DA に
おける x

(n)
A の第１次元が大気圧を表すものであるとす

れば、DBにおける第 1次元もまた同じ物理量を（ある
異なる状況の中で）測定したものである。
我々の解くべき問題は次のとおりである。

定義 1 (相関異常スコアリング問題) データセット DA

と DB が与えられた時、それぞれのデータにおいて変
数間の依存関係を表すグラフの相違にどれだけ寄与し
たかを表す異常度を、各変数について計算せよ。

この問題は統計学における 2標本検定の問題と似てい
るが、知りたいのが個々の変数のスコアであるという
点で異なる。次節で両者の関係について若干議論する。

AUD
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図 3: Actual spot ratesデータにある 4つの通貨に関す
る散布図プロット。上：最初の 500日間、下：最後の
567日間。

2.2 グラフィカル・ガウシアン・モデル

グラフィカル・ガウシアン・モデル（GGM）で考え
るグラフは、M 個の変数のそれぞれを頂点とするグラ
フである。一般に、グラフィカル・モデルにおいて、頂
点（もしくは変数）xi と xj をつなぐ辺が欠けている
時、両者は、他のすべての変数を固定した時に条件付
き独立である。逆も真である。頂点間の辺の有無を定
義するために、GGMでは次のM 次元正規分布

N (x|0, Λ−1) =
det(Λ)1/2

(2π)M/2
exp

(
−1

2
x⊤Λx

)
(1)

を考える。ここで、detは行列式、Λ ∈ RM×M は精度
行列を表す。N (·|µ, Σ)は平均 µ、共分散行列 Σの正
規分布を表す記号である。先に述べたように、精度行
列は共分散行列の逆行列である。
正規分布の仮定の下、xi と xj をつなぐ辺を欠く条

件は下記のように書かれる。

Λi,j = 0 ⇒ xi ⊥⊥ xj | other variables (2)



表 2:図 3に示す散布図プロットに対応した相関係数。
カッコ前の数字は上の図（カッコの中は下の図）に対
応する。

BEF CAD FRF
AUD 0.31 (-0.37) 0.91 (0.04) 0.26 (-0.23)
BEF 0.46 (0.19) 0.99 (0.97)
CAD 0.41(0.30)

ここで ⊥⊥は統計的独立を示す。
条件 (2)は条件付き分布を明示的に書き下すことに

より容易に理解することができる。(xi, xj)⊤ をまとめ
て xa と表し、これら以外の変数をやはりまとめて xb

と表しておく。中心化されたデータに対して、正規分
布のよく知られた分割公式（例えば [4] の Sec. 2.3参
照）を用いて、求める条件付き分布は

p(xa|xb) = N (xa| − Λ−1
aa Λabxb, Λ

−1
aa ) (3)

のようになる。ここで、xa と xb の分割に対応して、

Λ =

(
Λaa Λab

Λba Λbb

)
(4)

と置いた。この場合、Λaa は 2 × 2 行列に過ぎないか
ら、その逆行列は容易に求められ、(1,2)成分は Λi,j に
比例する。したがって、もし Λi,j = 0ならば、xiと xj

は、他の変数を条件付けたときに統計的に独立である。
これらの結果を用いれば、近傍、近傍グラフ、近傍

選択を次のように定義できる。

定義 2 (近傍) Λi,j ̸= 0ならば、頂点 xi（xj）は xj（xi）
の近傍である。xiの近傍グラフとは、xiの近傍をすべ
て含み、したがって、xiと近傍との間に辺が張られた
グラフである。近傍選択とは、各頂点の近傍をすべて
列挙することである。

我々の最初の目標は、疎な Λ を見出すことである。
この Λの要素は、本質的な依存関係にある変数対に対
しては非ゼロの値をとり、おそらくはノイズにより弱
く関係しあっているだけの変数対にはゼロとなること
を期待する。そのような疎な Λは、ノイズに由来しな
いような本質的な依存関係を表現するものと考えられ、
したがって、相関異常の検知に有用なはずである。し
かし実世界のノイジーなデータでは、標本共分散行列
Sの要素が厳密にゼロになることはありえず、それゆ
え Λもまた一般には疎にならない。その上、もし強く
相関している変数が存在すれば Sはランク欠損を起こ
し、その逆行列は存在すらしない。たとえ Sが理論上
は正則であったとしても、M が数 10を越えると、逆
行列が数値的に不安定になることはよくあることであ

る。伝統的な共分散構造選択 [6] では、まず Λの存在
を仮定し、その要素を最尤法のある制約を満たすよう
にひとつずつゼロにしてゆく。したがって、Sの逆が求
まらないようなデータを扱うのが難しかった。この点
が、一般の系の依存性解析において、共分散構造選択
理論の利用が妨げられてきた主たる理由であった。我々
は、いくつかの変数が強い相関を持つことを明示的に
前提にし、以下述べるような L1制約を課した最尤推定
に基づく構造選択手法により、上記実用上の問題を取
り除く。
本節の最後に、GGMによりグラフを学習すること

と、対象とするセンサーデータの生成モデルが多変量
正規分布であると仮定することが同じではないことを
強調しておきたい。図 3からも明らかなように、デー
タの分布自体は決して多変量正規分布で表されるよう
なものではない。そのようなデータを GGMで学習す
るということは、線形相関という色眼鏡でデータを見
直す（逆に言えば複雑な非線形相関は捨象してしまう）
ということを意味する。これは一般には無謀な簡単化
であるが、我々の目標からすれば正しいアプローチで
あると言える。なぜなら、我々は近傍保存仮説を破る
ような状況だけに興味があるからである。

3 関連研究

3.1 グラフからの異常発見

グラフ系列からの異常検知もしくは変化検出は実用
上非常に重要な問題である [15]。Sunら [24]は単一の
グラフ上で頂点同士の近接度を計算することで、異常
な頂点を同定する手法を提案した。彼らのタスクは、
頂点の同定を含むという点で我々の問題と似ているが、
一般の 2つのグラフではなく、単一の 2部グラフのみ
を対象にしているという点で問題設定が異なる。Sun
らはまた、グラフの頂点のクラスタリングを行うこと
で、グラフ系列からの変化検出の問題を考えた [23]。
グラフにおける頂点のクラスタリングは近傍選択問題
と似ているが、彼らの手法、あるいはこれまで提案さ
れたほとんどの手法は、密なグラフに対して適用する
のが一般に難しい。Tongら [25]もまたグラフ系列か
らの変化検出問題を扱ったが、彼らの目標は個々の頂
点に対して異常度を計算することではなかった。Xuan
と Murphy [26]は多次元時系列を分割するというタス
クに取り組んだ。このタスク自体は我々のものと異な
るが、彼らの使った L1制約付きの最尤推定に基づく構
造学習手法は本質的には我々のそれと共通である。



3.2 構造学習

共分散選択 [6] は疎構造学習のための標準的な手法
である。しかしながら実用上は、先に述べた逆行列の
存在に関わる問題に加え、計算コストが高いこと、統
計的検定の観点で必ずしも最適ではないことなどの欠
点が知られていた。Drtonと Perlmanは統計的検定の最
適性の問題を詳しく検討し [7]、SINと呼ばれる新しい
アルゴリズムを提案した。ただしこれは、共分散行列
が正則でなければならない要請を取り除いたわけでは
ない。我々は測定系に冗長性があり、それゆえいくつ
かの変数が強い相関をもつという状況に興味があるの
で、SINは我々の問題には有用とは言えない。
そのような場合、L1制約付き回帰による方法 [21, 5,

3, 9]や、ベイズ的な疎構造学習 [20] の方法が選択肢
となりうる。しかし現時点では、相関が強い変数が混
じるような状況において、どれが最善の疎構造学習な
のかについて一般的な合意は形成されていない。因果
グラフの学習というタスクにおいて、Arnoldら [2]は、
SIN [7]および Lasso [21]を含む複数の疎構造学習の手
法を比較した。ただ、彼らの目標は因果グラフそれ自
体を学習することが目標であり、また、相関の強い変
数が混じる状況に考察を加えているわけではない。

3.3 2標本検定

2標本検定とは、2つのデータセットの相違を検知し
評価することを目的にした統計的検定のことである。形
式的に言えば、2標本検定は pA = pB か pA ̸= pBかを
判定するためのものである。ここで、pAおよび pBは、
それぞれDAとDBを表す確率分布である。2標本検定
は統計学において非常に長い歴史を持ち、Kolmogorov-
Smirnov検定 [10]や最近傍検定 [14]など、それぞれ特
色のある各種の方法が知られている。2標本検定は我々
の問題に近いが、異なるのは、我々は単に pAと pBが
全体としてどの程度異なるかを述べるだけでなく、個々
の変数の寄与度を計算することを目標にしているとい
う点である。

2標本検定に関連して、カーネル法を用いた統計的独
立性の検定が最近注目を集めている。Grettonらは 2標
本検定と独立性検定に対して、カーネル関数を用いた
新たな統計量を提案した [12, 13]。Fukumizuらは条件
的独立性を検定するために、再生核ヒルベルト空間で
定義された共分散作用素を用いることを提案した [11]。
これらの研究はある点において GGMの拡張とみなす
ことができ、図 3に示したような複雑な相関を持つ系
の構造学習に使える可能性はある。しかしその場合、独
立性の定義の一般化と共に、暗黙に線形相関を前提と
する仮説 1もまた一般化する必要がある。実用的な要
請を満たしつつ、これをどのように実行するかについ

てはまだ知られていることはない。この点の議論の詳
細は本論文では扱わないが、興味深い今後の課題とい
えよう。

4 疎構造学習

本節では図 1におけるステップ 1、すなわち、デー
タからいかに疎なグラフを学習するかについて考える。
このステップはデータ Aと Bに共通なので、以下しば
らく両者を区別する添え字を落とし、どちらかを表す
データを、D = {x(n)|n = 1, ..., N }と書くことにす
る。データ DにおけるM 個の変数はそれぞれ、平均
ゼロ、標準偏差 1に標準化されていると仮定する。こ
の仮定の下、標本共分散行列 Sは

Si,j ≡ 1
N

N∑
n=1

x
(n)
i x

(n)
j (5)

のように与えられる。これはデータの相関係数行列と
同じものとなる。

4.1 正規化項付き最尤推定

GGMでは、構造学習は多変量正規分布（式 (1)）の
精度行列 Λを求めることに帰着される。まず、疎な構
造を得るための工夫は脇に置いて、データDからどの
ように Λを求めればよいか考えてみよう。最も自然な
方法は、次の対数尤度を最大化することである。

ln
N∏

t=1

N (x(t)|0, Λ−1) = const.+
N

2
{ln det(Λ) − tr(SΛ)}

ここで trは行列の対角和を表す。また、よく知られた
恒等式 x(t)⊤x(t) = tr(x(t)x(t)⊤)と式 (5)を使った。行
列の微分に関するよく知られた公式

∂

∂Λ
ln det(Λ) = Λ−1,

∂

∂Λ
tr(SΛ) = S (6)

を使えば、直ちに Λ = S−1が最尤解であることが分か
る。しかしながら、すでに何度か述べたように、標本
共分散行列が正則であることは実用上はまれで、また、
仮に正則であったとしても精度行列が疎になるという
ことはほとんどありえない。このため、この解は実用
的な価値に乏しい。
それゆえ、ただの最尤推定を行うのではなく、次の

L1 制約項付きの最尤方程式を解くことにする。

Λ∗ = arg max
Λ

f(Λ; S, ρ), (7)

f(Λ; S, ρ) ≡ ln detΛ − tr(SΛ) − ρ||Λ||1 (8)



ここで ||Λ||1 は
∑M

i,j=1 |Λi,j |により定義される。L1 制
約の一般的性質から、Λの多くの要素が厳密にゼロに
なることが期待される。罰金項の重み ρは入力パラメ
ターとなるが、幸いにしてこれは、どの程度の相関係
数の値までノイズ由来のものとみなすかについての閾
値という明確な意味を持っている。これについては後
で述べる。

4.2 グラフィカル Lassoアルゴリズム

式 (7)は凸計画問題であり [3]、劣勾配法によって手
軽に解くことができる。最近、Friedman、Hastie、およ
び Tibshirani [9]は、グラフィカル Lasso（以下 gLasso
と表す）と呼ばれる効率のよい劣勾配アルゴリズムを
提案した。

gLassoはまず、式 (7)の問題を、ブロック勾配法 [3, 8]
という技術を用いて、L1制約付き回帰問題の集まりに
帰着させる。公式 (6)を用いると、式 (7)の勾配が

∂f

∂Λ
= Λ−1 − S − ρ sign(Λ) (9)

と与えられることがわかる。ただし行列 sign(Λ) は、
Λi,j ̸= 0に対してはその (i, j)要素が sign(Λi,j)で、ま
た、Λi,j = 0に対しては ∈ [−1, 1]で与えられると定義
する。
方程式 ∂f/∂Λ = 0をブロック勾配法で解くために、

ある特定の変数 xiに着目し、Λとその逆行列を次のよ
うに分割しよう。

Λ =

(
L l

l⊤ λ

)
Σ ≡ Λ−1 =

(
W w

w⊤ σ

)
(10)

ここで行列の行と列は、xiに関係する要素が最後の行と
列と来るように適当に並び替えられているとする。これ
らの表現において、W,L ∈ R(M−1)×(M−1)、λ, σ ∈ R、
w, l ∈ RM−1 である。この xi による分割に対応して、
標本共分散行列 Sも同様に分割するものとし、

S =

(
S\i s

s⊤ si,i

)
(11)

のように書いておく。
ここで方程式 ∂f/∂Λ = 0の解を求めよう。Λは正定

値であるため、容易に証明できるように、その対角要
素は正でなければならない。したがって、対角要素に
関しては、勾配ゼロの条件は

σ = si,i + ρ (12)

と書かれる。

wおよび lで表される非対角要素に関しては、他の
変数をすべて固定したという条件の下での最適解は、

min
β

{
1
2
||W 1

2 β − b||2 + ρ ||β||1
}

= 0 (13)

を解くことで求められる。ただし、β ≡ W−1w、b ≡
W−1/2s、||β||1 ≡

∑
l |βl|である。導出については我々

の別論文 [16]を参照されたい。これは L1 制約付きの
2次計画問題であり、これもやはり座標ごとの劣勾配
法 [9] で効率的に解くことができる。
最終的な解Λ∗を得るため、式 (13)を x1, x2, ..., xM , x1, ...

について解くことを収束するまで繰り返す。式 (12)の
ため、行列W は必ず正則となることに注意。この点は
この算法の数値的安定性を示唆する。実際、後に示す
ように、いくつかの変数に強い相関があっても、この
算法は安定して妥当な解を与える。

4.3 Lassoとの関係

gLassoにより導かれた座標ごとの最適化問題（式 (13)）
には、Lassoに基づく構造学習法との明らかな類似がみ
られる。Meinshausen-B̈uhlmannの方法 [21]は、それぞ
れの xi ごとに分離した Lasso回帰の問題

min
β

{
1
2
||Ziβ − yi||2 + µ||β||1

}
(14)

を解く。ただし、yi ≡ (x(1)
i , ..., x

(N)
i )⊤と定義し、デー

タ行列を

z
(n)
i ≡ (x(n)

1 , .., x
(n)
i−1, x

(n)
i+1, ..., x

(n)
M )⊤ ∈ RM−1 (15)

に対して Zi ≡ [z(1)
i , ...,z

(N)
i ]⊤ と置いた。

Sの定義（式 (5)）を用いれば、もし条件

W = S\i and ρ = µ (16)

が成り立てば、この問題が式 (13)と等価であることが
分かる。W はΛ−1の主対角行列であるので、ρが小さい
時にはW と S\iの間に何らかの密接な関係があること
が推察されるが、ρ > 0の時は両者は等しくなることは
ない。この点で、gLassoはMeinshausen-B̈uhlmann [21]
における最適化問題とよく似ているものの、微妙に異
なる問題を解いていると言える。これは一見小さな違
いであるが、構造の安定性という性質に劇的な相違を
もたらすことを次節で見る。

4.4 ρの値の選択

これまで、罰金項の係数 ρをある所与の定数と見な
してきた。正規化理論に基づく多くの機械学習の問題



において、罰金項の係数をどのように選ぶかはなかな
か難しい問題である。ただ、我々の問題においてはむ
しろ、それを入力パラメターとして扱ったほうが便利
である。なぜなら、我々のゴールは何か「真の」構造
をひとつ決めるというものではないからである。
次の結果は、ρの値をどう決めるかについての有用

な手がかりになる。

命題 1 xi と xj (i ̸= j)からなる 2 × 2の問題を考えた
時、式 (7)の意味で最適な Λの非対角要素は次のよう
に与えられる。

Λi,j =

{
− sign(r)(|r|−ρ)

(1+ρ)2−(|r|−ρ)2 for |r| > ρ

0 for |r| ≤ ρ

ただし、rは 2つの変数の間の相関係数である。

証明の概略は我々の別論文 [16]を参照されたい。
これはわずかM = 2の時の解ではあるが、ρの値を

決める際の便利な足場になりうる。例えば、相関係数
の絶対値にして大体 0.5以下をノイズによるものとし
て信用しないことしよう。すると、ρとして入れるの
はその値以下でなければならない（おそらく、ρ = 0.3
あたりが有用であろう）。ρの値が 1に近いと、得られ
る近傍グラフは非常に小さいものになるはずで、逆に
0近いと、得られるグラフはすべての変数同士が結合
した完全グラフに近いものになろう。
近傍保存の仮説を考えると、この性質は実用上非常

に重要なものである。第 2節において、高度に動的な
多くの系において、相関係数の値は、その大きさがほ
とんど 1でない限りは非常に不安定となることを見た。
しかし、単に小さい行列要素の値をある閾値を用いて
ゼロと置いてしまっては、GGMとしての数学的一貫性
が失われる（例えば精度行列が正定でなくなる）。何と
か結果まで出したとしても、それは閾値の選択にかな
り敏感なものになろう。本節で説明した疎構造学習の
方法は、理論的に首尾一貫した仕方でノイズによる望
ましくない影響を除去してくれるという利点がある。
また、例えば固定した近傍数 kによる k近傍グラフ

を作るようなやり方と対照的に、この疎構造学習の方
法は変数ごとに最適な近傍数を自動的に選択してくれ
る。もしある変数が他に超然と孤立していれば、選択
された近傍数は自動的にゼロになるはずである。また、
変数同士の関係において、強く結合したクラスターが
もしあれば、クラスター内部の変数はお互いにお互い
を近傍として認識するだろう。適応的な近傍選択を行
うというのは Lassoベースの従来手法 [21]でも同じこ
となのだが、後で見るように、強く相関している変数
群があるときの振る舞いは一筋縄ではいかないので注
意を要する。

5 相関異常度のスコアリング

前節で論じた方法に基づいて、二つの疎なGGMpA(x)
および pB(x)を得たとしよう。この節では、これらか
らいかに個々の変数の異常度を計算するかについて論
ずる。

5.1 期待 Kullback-Leibler 距離

我々に残る仕事は、DAとDBの間の相違に対し、い
かに個々の変数が寄与しているかを定量的に計算する
ことである。確率モデル pA(x) および pB(x) が与え
られている時、最も自然な相違度の尺度は、Kullback-
Leibler（KL）距離である。しばらくの間、特定の変数
xi に着目しよう。量

dAB
i ≡

∫
dzi pA(zi)

∫
dxi pA(xi|zi) ln

pA(xi|zi)
pB(xi|zi)

(17)
は pA(xi|zi) と pB(xi|zi)の間の KL 距離の期待値を、
分布 pA(zi)によって計算したものである。ziの定義は
式 (15)を参照。式 (17)において A と Bを入れ替える
ことで、dAB

i の定義も得る。上式に現れる分布は正規
分布のみであるから、この積分は解析的に実行できる。
結果は

dAB
i = w⊤

A(lB − lA) (18)

+
1
2

{
l⊤BWAlB

λB
− l⊤AWAlA

λA

}
+

1
2

{
ln

λA

λB
+ σA(λB − λA)

}
となる。ここで、ΛAおよびその逆行列 ΣAをそれぞれ
次のように分割した（式 (10)参照）。

ΛA =

(
LA lA
l⊤A λA

)
ΣA ≡ Λ−1

A =

(
WA wA

w⊤
A σA

)
(19)

同様の分割は ΛBおよび ΣBにも適用される。定義 dBA
i

もまた、A と Bを入れ替えることで得られる。式 (18)
は、よく知られた分割公式 (3)を使えば容易に導出で
きる。
異常度の定義 (18)の各項は次のような明確な解釈を

持つ。GGMの定義から、lA における非ゼロ要素の数
は、頂点 xiの次数と同じである。この意味で、第 1項
は主に近傍の生成および消滅に関する異常を検知する。
第 2項は、重み付きグラフとしての近傍グラフの「緊
密さ」を表している。すなわち、仮に xiが単一の辺を
j に対して持つとすれば、この項は、対応する相関係
数の間の差を、単一の変数に対する精度 λA および λB

で割ったものに比例する。第 3項は、変数間の関係の
変化というよりは各変数ごとの精度もしくは分散の変
化に結び付けられる。



5.2 異常度の定義

上に定義した dAB
i および dBA

i は、第 i番目の頂点の
周りの近傍グラフの変化を定量的に測る指標である。こ
の量が大きければ大きいほど、xiが絡む変化は大きく
なる。したがって、近傍保存の仮説を前提にすれば、第
i変数の異常度を次のように定義するのが自然である。

ai ≡ max{dAB
i , dBA

i } (20)

この定義は、我々の以前の提案 [17]の自然な拡張に
なっている。以前の方法の問題点のひとつは、近傍の
数をある定数 kに固定したことである。また、相違度
を定義するにあたっては、直感的に定義した指標を採
用したため、例えば、 xi → −xi のような変化を検知
できないという点も実用的な問題であった。ここでは、
異常度について情報論的に自然な尺度を使うことを提
案した。それにより、KL 距離の意味で、分布に影響を
及ぼしえる任意の変化を反映できるようになったわけ
である。

5.3 手法の要約

相関異常度を計算する我々の方法は 2段階からなる。
第 1段は疎な構造を見出し、第 2段目は各変数につい
ての異常度を計算する。

1. 入力:

• 基準データ DA および検査対象データ DA.

• 罰金項の係数 ρ.

2. 出力: 個々の変数の異常度 a1, ..., aM .

3. 算法:

(a) 相関係数行列 SA および SB を式 (5)により
計算する。

(b) gLassoを用いて疎な精度行列 ΛAおよび ΛB

を計算し、また、副産物としてそれらの逆
行列 ΣA および ΣB を求める。

(c) 相違度 dAB
i および dBA

i を式 (18)から求め、
異常度 aiを i = 1, ...,M に対して計算する。

最後に、上記算法の計算量について簡単に見ておく。
式 (5)からわかるように、相関係数行列を計算するため
の計算量はO(M2N)である。精度行列を計算するため
には、gLassoは最悪で O(M3)という計算量を必要と
する。gLassoアルゴリズムの振る舞いは完全に分かっ
ているわけではないが、元になる行列が疎な場合は大
幅に小さい計算時間で済むことが知られている [9]。構
造学習の計算量の最適化についてはまだ研究の余地が
あり、今後の課題といえよう。

6 実験

この節ではまず、共線形性が強い場合の安定性とい
う切り口で、異なるいくつかの構造学習手法を比較す
る。次いで、実際のセンサーデータを用いて我々の異
常検知指標の性能を評価する。

6.1 構造学習手法の比較

相関が強い変数を持つデータに対しては伝統的な共
分散構造選択の手法の適用が難しいという事実を考え
れば、最近新たに提案された L1制約付きの学習手法の
安定性を調べてみるのは興味ある研究課題である。我々
は gLasso（改めて Glasso と表記する）を他の 2つ
の構造学習手法と比較した。
最初の比較対象は、Meinshausenと Bühlmann [21]に

より提案された手法（Lasso と表記する）である。彼
らの手法は、各変数を目的変数としそれ以外を説明変
数とする Lasso回帰の問題をM 個独立に解くものであ
る。彼らは、この手法がある種の統計的一致性を満たす
ことを示した。しかし実際上は、過剰に近傍を取り込む
傾向があることが知られている [22, 5]。そこで、もう
ひとつの比較対象として、適応 Lasso（adaptive lasso）
[27]を使う構造学習手法を取り上げる。適応 Lasso（以
下 AdaLasso と表記する）は 2段階の線形回帰の手法
であり、最初の回帰の結果を 2度目の回帰の結果に使う
ことで「オラクル性」という性質を満たすようにする。
理論的詳細は原論文 [27]を参照されたい。ここでは、
文献 [5] において優れた結果を示した、2段とも Lasso
を用いる手法を使う。
我々はいくつかの変数が強い相関をもつ状況に興味

があり、それゆえ Sがランク欠損を起こしているとい
うのが前提であるため、Sの逆行列の存在を明示的に
仮定する伝統的な共分散選択手法とその拡張 [19, 7]は
比較の対象としない。
データと評価指標。求められたグラフ構造の安定性

を調べる目的で、データにガウスノイズを印加する前
後での構造の変化を調べた。用いたデータは第 2節で
詳しく説明した Actual spot ratesデータである。時間軸
を重複がないように 25個に分け、連続した 100日を含
む小データを作った。そして罰金項の係数をいろいろと
変えながら、それぞれの小データに対して何度も構造
学習を行った。その結果に対して、疎度（sparsity）を

(疎度) ≡ N0

M(M − 1)

で定義する。ここで、N0は Λの非対角要素におけるゼ
ロ要素の数である。
第 1回目の構造学習の後、各小データに対して xi ←

xi +ϵi,のようにガウスノイズを加えた。ただし、ϵiは、



平均ゼロの独立同一分布に従うガウスノイズを表す。ノ
イズの印加により、新たに生ずる辺と、消滅してしま
う辺があるので、それらの数を数えて、「辺のフリップ
確率」を形式的に

(フリップ確率) ≡ N1/N0,

で定義する。ここで N1 は生成または消滅した辺の数
である。
結果。図 4に結果を示す。これは疎度の関数として

フリップ確率を示したものである。ガウスノイズの標
準偏差は、平均 0、分散 1に標準化した後のデータを
対象に 0.1とした。図から、Lasso および AdaLasso

が、極めてノイズに脆弱であることが分かる。これら
の方法だと、疎度が 0.5の時に、フリップ確率は実に
50%にも及ぶ。これは要するに、推定されたグラフが、
少なくともノイジーなデータに対しては、ほとんどまっ
たく信用できないことを示す。「真の」グラフ構造を求
めることが必要な用途、例えばバイオインフォマティッ
クスにおけるネットワーク推定問題などでは、この点
に対して慎重な考察が必要であろう。一方、 Glasso

はこれらよりははるかにノイズに対し安定である。
Lasso および AdaLasso の不安定性の大きな理由

は、ある程度相関の強い変数がある時、その中のひと
つの変数だけが選択されるという Lassoの傾向に帰す
ことができる。Actual spot ratesデータでは実際、BEF、
FRF、DEM、NLGといった欧州通貨は互いに強く相関
しあっている。この中のどれが説明変数として選ばれ
るかはほとんど偶然による。この種の変数節約の傾向
は、汎化性能の観点から回帰問題では有用なものであ
るが、構造学習においては実用上深刻な欠陥と言える。
この小節をまとめると、変数ごとに独立した回帰問

題を解くという Lasso および AdaLasso の構造学習
手法は、データに強い相関を持つ変数群が含まれる場
合は、安定した結果を与えない。対照的にGlasso は
妥当に安定した結果を与える。

6.2 異常度の比較

ここでは 4つの考えうる異常度の指標について比較
を行う。最初のものが我々の提案する指標で（KLと表
す）、GGMから導かれる条件付つき KL 距離の平均を
計算するものである。第 2および第 3の指標は、以前
の論文 [17]において使われた指標であり、次のように
書かれる。

dAB
i =

∣∣∣∣∣ l̃⊤A(sA − sB)
(1 + l̃⊤AsA)(1 + s⊤

B l̃A)

∣∣∣∣∣ (21)

ここで l̃A は、xj is 1 if xj が xi の近傍である時に 1、
そうでないときに 0となるような 2値の「接続ベクト
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図 4: 疎度の関数としてプロットしたフリップ確率。
Lasso と AdaLasso における著しい不安定性に注目。

表 3:比較された異常度指標の一覧と、最善の AUC値。
symbol neighborhood metric best AUC

KL Glasso 式 (18) 0.96(ρ = 0.3)
SNG Glasso 式 (21) 0.93 (ρ = 0.7)
SNN k-NN 式 (21) 0.87 (k = 2)
LR Glasso 式 (22) 0.81 (ρ = 0.5)

ル」である。また、共分散行列 DA に対しては式 (11)
と同様な分割がなされているものとする。接続ベクト
ルを得るために、第 2の指標ではGlasso を用い（こ
れを stochastic neighborhood +Glasso の意味で SNG

と呼ぶ）、第 3の指標では、文献 [17]と同様の k最近
傍法を用いる（これを stochastic neighborhood +k-NN
の意味で SNNと呼ぶ）。
最後に、第 4の指標は、統計学における最も基本な

変化検出の指標である尤度比に基づき

dAB
i = 1 −

NA∏
n=1

pA(x(n)
Ai |z

(n)
Ai )

pB(x(n)
Ai |z

(n)
Ai )

(22)

で定義される。もしデータ DA が完全に pA および pB

で説明されれば、dAB
i は 0になるはずである。さもな

くば、1よりも小さい正のある値をとるはずである。上
記の定義においては、dBA

i は Aと Bを入れ替えること
で容易に得られる。最終的なスコアは、式 (17)同様、
max{dAB

i , dBA
i }で求められる。

データ。ここでは sensorerrorというデータを用い
た。これはあるプロトタイプの自動車の多数回の走行
データに基づいて生成したシミュレーションデータで
ある2。もともとこのデータは、急ブレーキ時の挙動を

2生データは、定常的なトレンドがなくなるように前処理され、す



調べる目的で生成されたため、時系列は高度に非定常
であり、データの主要部を時系列的に予測できるモデ
ルを学習することは困難である。データは、正常時に
おける 79回の試験走行と、異常を含む状態での 20回
の走行を含む。それぞれの走行はおよそN = 150点を
含み、変数の数はM = 44である。N はM と同じ程
度であり、N が大きい時の性質を利用した漸近解析は
難しい。データに含まれる異常は、センサーの配線ミ
スによるものであり、x24および x25に異常センサーが
現れるように変数の並びを調整した。個別のセンサー
は正常であるがゆえ、配線ミスによる異常は検出が最
も難しい異常のひとつである。
図 5はある特定の走行において、M = 44の中の 4

つのセンサーについて変数対ごとの散布図を示したも
のである。注意深く図を見ると、x24 と x32 の散布図
が、正常時は強い逆相関を呈しているのに対し、異常
時にはそれが失われていることが分かる。これは実際
に x24 の配線ミスに起因するものであるが、散布図に
おける軌跡の複雑さや不安定性を見れば、これを検知
することの難しさが了解される。実際、Wishart分布理
論に基づく相関係数の仮説検定の手続き [1] を用いた
場合、意味のある p値に対し、相関係数行列のほとん
どすべての行列要素に対して、参照データとの同一性
が棄却されてしまい、異常変数の同定どころの話では
ない。
評価尺度。我々の問題設定では、参照データと検査

対象データの間に、20 × 79 = 1580通りの可能なテス
トの方法がある。これらの結果を要約するためROC曲
線（Receiver Operating Characteristic curve）を用いるこ
とにする。ROC曲線は、ここでは、検知率（本当に異
常な変数がどれだけ異常と指し示されたか）とデータ
割合（異常度の高い順にいくつのデータを見たか）の
関係として定義する。この場合、ROC曲線の横軸は、
上位いくつの変数を見たかに対応して、0, 1

M , 2
M , ..., 1

という値をとる。ROCカーブを更に要約した指標とし
て、通常行われるように、ROC曲線の下の面積を表す
AUC（Area Under Curve）を採用する。
結果。図 6-8に、ρ = 0.3, 0.5, 0.7に対するROC曲線

を示す。参考のため、点線はランダムに異常変数を選択
した場合を表す。SNNに関しては、最善のAUCを与え
る k = 2に対応する同一の曲線を各 ρの図に描いてい
る。4つの指標を比べると、まず LRが他よりも非常に
悪い結果となっていることが分かる。この理由のひと
つは、LRがモデルの生成とスコアの計算双方に（NA

もしくは NB 個の）全データ点を使っていることであ
ろう。このデータは非常にノイジーなので、そのよう
な方針はノイズの望ましくない効果をより強調する方

べての変数のサンプリング間隔が一致するように適当に補間した。
生成した 79+20個の相関係数行列のデータは Webにて公開予定で
ある。
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図 5: sensorerrorの、変数対ごとの散布図の一部。上：
第 10番目の参照用の走行データ。下：第 3番目の異常
時データ。

向に働くことが考えられる。
表 3は各手法における最善の AUC値をまとめたも

のである。KLと SNGが SNNより顕著に優れており、
これは適応的近傍選択機能が非常に有用であることを
示している。計算結果を詳しく見ると、ρ = 0.3という
値に対しては、このデータだと、大雑把に言って、相
関係数の大きさにしておよそ 0.6以下の結合が枝狩り
される（そしてこのとき、参照用データの疎度は約 0.9
程度である）。近傍保存の仮説と図 5に示すようなデー
タの大きな揺らぎを考えれば、相関係数の枝狩りとし
てこれは妥当な閾値だと言える。ρ が 0.5より大きく
なると、SNGが KLよりも良い AUC値を与えることは
興味深い。このような大きな ρでは、得られる構造は
非常に疎となり（ρ = 0.7における疎度は 0.98であっ
た）、データセット間の相違に対する個々の変数の寄与
は、σA や λBで表される個々の変数の分散の効果が相
対的に大きな割合を占める。SNGは、個々の分散の項
を含まない単純な定義を採用しているので、個々の分
散の値のランダムな揺らぎに対してはむしろ頑強なの
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図 6: ρ = 0.3に対する ROC曲線。KL (◦)、SNG(¤)、
SNN(△)、LR (×)の比較。

であろう。

7 まとめ

相関異常の検知に対し疎な構造学習を用いるという
手法を提案した。我々の問題は、2つのデータセット
の比較に基づいて、個々の変数の異常度を計算すると
いうものであり、この意味で、データセット全体の相
違度を求める 2標本検定の枠組みのひとつの一般化に
なっている。我々の知る限り、本論文は、疎構造学習
を用いてこの種の問題を扱った初めての仕事である。
我々は、最近提案された疎構造学習の手法のいくつ

かが共線形性の下で著しく不安定になり、したがって
多くの場合、実センサーデータの解析には実用性が乏
しいことを指摘した。しかしながら、gLassoアルゴリ
ズムはこの深刻な問題に直面することなく、構造を学
習できることを実験的に示した。
我々はまた、いくつかの相関異常度のスコアリング

手法を、実際の機械系のセンサーデータに対して適用
し、新たに提案した期待 KL 距離に基づく尺度が優れ
た異常検知性能を持つことを示した。
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